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บทคัดยอ 
โครงงานวิศวกรรมประยุกตนี ้มุ งแกปญหาขอจำกัดของซอฟตแวร CAD/CAM และระบบควบคุม CNC ท่ี

ประเมินความยาวเสนโคงไฮโปโทรคอยดดวยวิธีซอยยอยเสนตรงซึ่งมีความซับซอนของเวลาแบบ ( )O n ทำใหกิน

ทรัพยากรหนวยประมวลผลสูง คณะผูจัดทำจึงไดพัฒนาแบบจำลองทางคณิตศาสตรรูปแบบปด โดยบูรณาการทฤษฎี

จำนวน (ตัวคูณรวมนอย) เขากับการประมาณคาวงรีของรามานุจัน จนไดสมการพีชคณิตท่ีสามารถประมวลผลเสร็จสิ้นใน

ขั้นตอนเดียวดวยความซับซอน (1)O  

จากการทดสอบพารามิเตอร 3,000 รูปแบบ เพื่อเปรียบเทียบสมรรถนะกับระบบ CAD พบวาสมการของ

โครงงานใหผลลัพธที่เหนือกวา ในกรณีกลไกขอตอแนวตรงและหุนยนต ( 1)λ = สมการลดรูปเปนสมการแมนตรงท่ี

ปราศจากความคลาดเคลื่อน (Error 0.0000%) แกปญหาการคำนวณพิกัดเพี้ยนบริเวณจุดหักมุม (Cusps) ไดอยาง

เด็ดขาด สวนกรณีงานกัดโลหะ CNC ( 1)λ < และการออกแบบโปรไฟลลูกเบี้ยว ( 1)λ > สมการรักษาความแมนยำได

ในระดับ 0.0000002% ถึง 0.06% ซ่ึงเทียบเทาหรือดีกวาซอฟตแวรระดับอุตสาหกรรม 

สรุปไดวา สมการรูปแบบปดที่พัฒนาขึ้น ชวยลดภาระของหนวยประมวลผลระบบควบคุมไดเกือบ 100% 

(Zero CPU Overload) อีกท้ังยังสามารถนำไปประยุกตเปน "ดัชนีคัดกรองความสามารถในการผลิต" เชิงตัวเลข เพ่ือแจง

เตือนปรากฏการณการตัดขวิด ในชิ้นสวนกลไกไดลวงหนา นำไปสูการลดตนทุนและยกระดับประสิทธิภาพอุตสาหกรรม

การผลิตอัตโนมัติไดอยางเปนรูปธรรม 

คำสำคัญ:  ไฮโปโทรคอยด (Hypotrochoid), ความยาวสวนโคง (Arc Length), สมการพาราเมตริก (Parametric 

Equation), เสนโคงปด (Closed Curves), ปริพันธวงรี (Elliptic Integrals) 

1. บทนำ 
ในอุตสาหกรรมการผลิตขั้นสูง การควบคุมเรขาคณิต

ของเสนทางเดินเครื่องมือกลและขอตอจลนศาสตรใหมี

ความแมนยำสูงถือเปนปจจัยวิกฤต โดยเฉพาะอยางย่ิง

การประยุกตใชเสนโคงตระกูลไฮโปโทรคอยดซึ่งจำแนก

ตามความสัมพันธของระยะจุดวาด ( d ) และรัศมี

วงกลมยอย ( r ) ได 3 รูปแบบหลัก คือ ไฮโปไซคลอยด 

(Hypocycloid: d r= ), เคอร  เทตไฮโปโทรคอยด  

(Curtate Hypotrochoid: d r< ) และโปรเลตไฮโป

โทรคอยด (Prolate Hypotrochoid: d r> ) เสนโคง

เหลานี้มีความสำคัญอยางย่ิงยวดตอกระบวนการกัด 

 

โลหะดวยความเร็วสูง (High-Speed CNC Machining) 

การวางแผนเสนทางของแขนกลหุนยนต (Robotics 

Path Planning) และการออกแบบโปรไฟลแผนลูก

เบี้ยว (Cam Profile Design) โดยพารามิเตอร "ความ

ยาวสวนโคงรวม" ( L ) ของเสนโคงปดเปนตัวแปรตนท่ี

ระบบควบคุมตองนำไปคำนวณเพื่อประเมินเวลารอบ

การผลิต (Cycle Time) และคาดการณอัตราการสึก

หรอของเคร ื ่ องม ือต ัด เฉ ือนข อจำก ัดเช ิ งระบบ

ประมวลผลดั้งเดิม อยางไรก็ตาม การหาคาความยาว

สวนโคงรวมดวยระเบียบวิธีเชิงปริพันธในกรณีทั่วไป ไม
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มีผลเฉลยในร ูปแบบปด (Closed-form solution) 

เนื ่องจากโครงสรางทางคณิตศาสตรติดอยูในรูปของ

ปริพันธวงรีท่ีซับซอน ซอฟตแวร CAD/CAM และหนวย

ประมวลผล CNC ในปจจุบันจึงตองพึ่งพาระเบียบวิธี

เชิงตัวเลขดวยการซอยยอยเสนโคงเปนสวนของเสนตรง

จำนวนมหาศาล (Tessellation) ซึ่งมีความซับซอนของ

เวลาประมวลผลสูงถึง ( )O n ยิ่งตองการความแมนยำ

สูง ระบบยิ่งตองเพิ่มจำนวนการสับเสนตรง สงผลให

เกิดภาวะสิ้นเปลืองทรัพยากรหนวยประมวลผล เกิด

การหนวงของระบบ และไม สามารถคำนวณเพ่ือ

ปรับเปลี ่ยนอัตราการปอนแบบเรียลไทมไดอยางมี

ประสิทธิภาพเพื่อแกไขขอจำกัดดังกลาว งานวิจัยนี้จึง

นำเสนอการพัฒนา แบบจำลองทางคณิตศาสตรรูปแบบ 

สำหรับคำนวณความยาวสวนโคงรวมของเสนโคง

ตระกูลไฮโปโทรคอยด โดยบูรณาการตัวคูณรวมนอย 

(LCM) ในการประเมินความเปนคาบและการบรรจบปด

ลูปของเสนโคง รวมกับการแปลงพจนแคลคูลัสใหอยูใน

ฟอรมมาตรฐานของปริพันธวงรีสมบูรณชนิดที่ 2 แลว

ทำการประมาณคาเชิงพีชคณิตดวยสูตรขอที่ 1 ของ

รามานุจัน เพื ่อลดความซับซอนเชิงคำนวณใหเหลือ

เพียง ( )1O  

2. วิธีการดำเนินงาน 
2.1 การสรางสมการพาราเมตริกและความยาว

สวนโคงทั่วไป 

 สรางสมการพาราเมตริกพิกัด x และ y จาก 

พารามิเตอร , ,R r d แลวหาอนุพ ันธ  เพ ื ่อ ต้ัง

สมการปร ิพ ั นธ  ค วามยาว เส  น โค  งภาย ใต

เครื่องหมายรากท่ีสอง 

2.2 การพิสูจนความสม่ำเสมอของระยะทางแต

ละคาบ 

 ใชคุณสมบัติความเปนคาบ (Periodicity) ทุก 

2π เรเดียนของฟงกชันตรีโกณมิติ พิสูจนวาความยาว

เสนโคงในแตละคาบมีคาเทากันเสมอ 

2.3 การวิเคราะหหาจำนวนรอบโดยใช LCM 

 ใชตัวคูณรวมนอย (LCM) ของรัศมี R  และ 

r  คำนวณจำนวนรอบนอยที่สุด ( N ) ที่เสนโคงจะ

เคลื่อนท่ีกลับมาบรรจบเปนลูปปดพอดี 

2.4 การหาความยาวเสนโคง 1 คาบ แยกตาม 3 

รูปแบบ 

 วิเคราะหความยาว 1 คาบ โดยแยกกรณีตาม

สัดสวนพารามิเตอร /d rλ = : 

2.4.1 ไฮโปไซคลอยด (Hypocycloid: d = 

r): ใชเอกลักษณมุมครึ่งถอดรากที่สองเพื่อหา

ผลเฉลย พีชคณิตสำเร็จรูปโดยตรง 

2.4.2 เคอรเทตและโปรเลตไฮโปโทรคอยด 

(Curtate & Prolate: d r≠ ):ใชสมบัติมุม

สองเทาแปลงสูรูปปริพันธวงรีสมบูรณชนิดท่ี 

2  

( 0 1m≤ ≤ ) แลวประยุกตใชสูตรประมาณ

คาขอท่ี 1 ของรามานุจันคำนวณรูปแบบปด 

  2.5 การหาความยาวเสนโคงรวม 1 รอบสมบูรณ 

นำความยาว 1 คาบ ( cycleL )คูณกับจำนวน

คาบท้ังหมด ( N ) เพ่ือหาความยาวรวมสมบูรณ  

( total cycleL N L= × )ในรอบคำสั่งเดียว 

2.6 ระเบียบวิธีการทดสอบความคลาดเคลื่อนทาง

วิศวกรรม 

 ใช "การสุมพารามิเตอร" สุมขอมูล 3,000  

ชุด คำนวณเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ 

ของสมการรูปแบบปด เทียบกับคาจริงจาก  

MATLAB/Python และระบบ CAD/CAM 

3. ผลและอภิปรายผล  
ในบทนี้ คณะผูจัดทำไดนำเสนอผลการศึกษา

และพิสูจนทางคณิตศาสตรเกี ่ยวกับคุณสมบัติและ

สมการความยาวสวนโคงของเสนโคงตระกูลไฮโปโทร

คอยด (Hypotrochoid) ตามวิธีการดำเนินการในบทท่ี 

3 โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

3.1 สมการพาราเมตริกและการหาความยาวสวน 

โคงทั่วไป 

จากการศึกษาการเคลื่อนท่ีของจุดวาดท่ียึดติดกับ 
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วงกลมรัศมี r  ซึ่งกลิ้งอยูภายในวงกลมรัศมี R  โดยมี

ระยะหางจากจุดศูนยกลางวงกลมเล็กเทากับ d  

สามารถสรางสมการพาราเมตริกเพ่ือระบุพิกัด ( , )x y  

ท่ีมุมθ  ใดๆ ไดดังนี้: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

cos cos

sin sin

R r
x R r d

r

R r
y R r d

r

θ θ θ

θ θ θ

 − 
= − +      

 − 
= − −      

 

กำหนดตัวแปรดังนี้: 

• R  = รัศมีวงกลมใหญ (วงคงท่ี) 

• r  = รัศมีวงกลมเล็ก (วงท่ีกลิ้งดานใน) 

• d  = ระยะจากจุดศูนยกลางวงกลมเล็กไปยัง

จุดปากกา (Tracing point) 

• กำหนดให 
R rk

r
−

= และ 
d
r

λ =  

สมการพิกัดตำแหนง x  และ y   ของจุดปากกาที่มุม 

θ  ใดๆ คือ: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

cos cos

sin sin

x R r d k

y R r d k

θ θ θ

θ θ θ

= − +

= − −
 

หาอนุพันธยอย ( )x θ′ และ ( )y θ′ ดวยกฎลูกโซ แลว

แทนคาลงในสูตรหลักการหาความยาวเสนโคง 
2 2( ) ( )L x y dθ′ ′= +∫  เม่ือจัดรูปดวย

เอกลักษณตรีโกณมิติ 2 2sin cos 1A A+ =  และ
สูตรผลบวกโคไซน จะไดสมการตั้งตนสำหรับการหา
ความยาวเสนโคงท่ัวไป: 

( ) 2

0
1 2 cos RL R r d

r
θ

λ λ θ θ = − + −  
 ∫  

 3.2 การพิสูจนความสม่ำเสมอของระยะทางใน

การหมุนแตละคาบ 

 จากสมการความยาวสวนโคงในหัวขอ 3.1 

กำหนดใหฟงกชันของอัตราการเปลี่ยนแปลงความยาว

เสนโคงคือ  

( ) ( ) 21 2 cos Rf R r
r

θ λ λ θ = − + −  
 

 

จะเห็นไดวาตัวแปรθ อยูในรูปของฟงกชัน

cos R
r
θ 

 
 

ดังนั้น คาบการเคลื่อนท่ี 1 รอบ ( θ∆ ) 

ของฟงกชันนี้คือ 
22R r

r R
πθ π θ∆ = ⇒ ∆ =  

ความยาวสวนโคงของรอบท่ี n  ใดๆ ( )nS  สามารถ

หาไดจาก: 

( )
( )

1

n

n n
s f d

θ

θ
θ θ

∆

− ∆
= ∫  

( ) ( )
2

0
f d f d

θ θ

θ
θ θ θ θ

∆ ∆

∆
= =…=∫ ∫ คาคงท่ี 

สรุปผลการพิสูจน: เนื่องจาก ( )f θ เปนฟงกชันคาบ 

คาปริพันธซ่ึงแทนความยาวรวมของการกลิ้งในแตละ

คาบจึงมีคาเทากันอยางสมบรูณแบบเสมอ 

3.3 การวิเคราะหหาจำนวนรอบที่ใชในการ           

เคลื่อนที่กลับมายังจุดเริ่มตน 

เม่ือวงกลมเล็กกลิ้งอยูภายในวงกลมใหญโดยไมไถล
ระยะทางของเสนโคงบนวงกลมใหญท่ีถูกสัมผัสยอม
เทากับระยะทางบนวงกลมเล็ก หากวงกลมเล็ก
โคจรไป k รอบ และหมุนรอบตัวเองไป n รอบ จะ
ไดความสัมพันธ (2 ) (2 )k R n rπ π= หรือ 

k R n r⋅ = ⋅ ซ่ึงก็คือการหาตัวคูณรวมนอย (LCM) 
ของ R  และ r  นั่นคือ

( , )k R n r LCM R r⋅ = ⋅ =  เม่ือจัดรูปสมการ

เพ่ือหาจำนวนรอบท่ีวงกลมยอยหมุนรอบตัวเอง n

จะไดผลลัพธคือ: 
( , )LCM R rn

r
=  

 
3.4 การหาความยาวเสนโคงที่เกิดจากการ  

1 คาบของตระกูลไฮโปโทรคอยด 

3.4.1 การหาความยาวเสนโคงของ                     

Hypocycloid ( d r= หรือ 1λ = ) 

เมื่อแทนคา 1λ = ลงในสมการตั้งตน พจนใตรากที่สอง

จะสามารถจ ัดร ูป ได  โดยใช  เอกล ักษณ ม ุ มค ร่ึ ง 

( ) ( )21 cos 2sin / 2A A− =  ทำใหสามารถถอด

รากที่สองและหาปริพันธทางพีชคณิตไดสำเร็จรูป โดย

ความยาวส วนโค งสำหร ับ  1 คาบ (1  กล ีบ) คือ  

( ) ( )2 8
2 01 2

r r R rRRL R r sin dperiod r R

π
θ θ

−
= − =∫

  
    
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3.4.2 การหาความยาวเสนโคงของ Curtate 

Hypotrochoid ( d r< หรือ 0 1λ< < ) 

เนื่องจาก 1λ <  คาต่ำสุดของพจนใตรากท่ี

สองคือ ( )21 λ− ซึ ่งมีคามากกวา 0 เสมอ สงผลให

ความเร็วของจุดวาดไมเคยเปนศูนย กราฟที่ไดจึงมี

ความเรียบ (Smooth) และไมมีจุดหักมุม (Cusps)จึง

ตองประยุกตใชวิธีการทางตัวเลขผานฟงกชัน ปริพันธ

วงรีชนิดท่ี 2 (Elliptic Integral of the Second Kind) 

โดยมีพารามิเตอร 
( )2

4
1

m λ
λ

=
+

 

3.4.3 การหาความยาวเสนโคงของ Prolate 

Hypotrochoid ( d r> หรือ 1λ > ) 

เมื่อ 1λ >  ความเร็วของจุดวาดก็ยังคงไม

เปนศูนยเชนเดียวกับกรณี Curtate แตจุดวาดเคลื่อนท่ี

เร็วกวาการหมุนสัมพัทธ สงผลใหเกิดโครงสรางเสนโคง

ที่ตัดทับกันเองเปนลูปการคำนวณความยาวสวนโคงใน 

1 คาบ จำเปนตองใชปริพันธวงรีชนิดท่ี 2 เชนเดียวกัน 

โดยคาพารามิเตอร m ยังคงมีคาอยู ระหวาง 0 ถึง 1 

ตามสมบัติของฟงกชันวงรี 

3.5 การหาความยาวเสนโคงรวมของ 1 รอบ 

สมบูรณ 

จากผลการดำเนินงานในหัวขอ 4.2 ที่พิสูจน

วาระยะทางของเสนโคงใน 1 คาบมีความยาวเทากัน

เสมอ คณะผูจัดทำจึงสามารถคำนวณความยาวสวนโคง

รวมทั้งหมด ( )totalL ของเสนโคงปดไฮโปโทรคอยดได 

โดยการนำความยาวสวนโคงที่เกิดจากการเคลื่อนที่ 1 

คาบ ( )1 periodL จากหัวขอ 4.4 มาคูณดวยจำนวนคาบ

ท้ังหมด ( )N  ท่ีวิเคราะหไดจากหัวขอ 4.3 

สามารถเขียนเปนสมการความสัมพันธหลักไดดังนี้:  

( )
total 1 period

,LCM R r
L L

r
 

= × 
 

 

จากการประยุกตใชสมการความสัมพันธหลัก สามารถ

สรุปความยาวสวนโคงรวมของไฮโปโทรคอยดท้ัง 3 

รูปแบบไดดังนี้: ความยาวรวมของ Hypocycloid 

( d r= ) 

( ) ( )
total

8 ,R r LCM R r
L

R
− ⋅

=  

ความยาวรวมของ Curtate และ Prolate 

Hypotrochoid ( )d r≠  

สำหรับกรณีที่จุดวาดไมไดอยูบนขอบวงกลมกลิ้ง ตอง

ถูกแปลงใหอยูในรูปของ ฟงกชันปริพันธวงรีชนิดที่ 2 

โดยตรง 

เมื ่อกำหนดให 
d
r

λ =  ความยาวเสนโคงรวมจะถูก

เขียนในรูปแบบของฟงกชันวงรีดังนี้: 

( ),
total

LCM R r
L

r
=
 
 
 

×  

( )
2

21 20

r RRR r cos d
r

π
λ λ θ θ− + −∫

          
 

ใชสมบัติตรีโกณมิติมุมสองเทา 

( ) ( )22 2 1cos A cos A= −  

( ) ( ) 2 21 2 2 1
2
R

f R r cos
r

θ λ λ θ= − + − −
  

    
 

( ) ( )( )
( )

4 21 1 2 21

R
f R r cos

r
λ

θ λ
θλ

= − + −
+

 
 
 

 

กำหนดให 
( )2

4
1

m λ
λ

=
+

 : 

( ) ( )( ) 21 1
2
R

f R r mcos
r

θ λ θ= − + −  
 
 

 

อินทิเกรต ( )f θ  ตลอดชวง 1 คาบ คือจาก 0θ =

ถึง 
2 r
R
πθ =

( )( )
2

2
1 0

1 (1 )
2

r
R RL R r mcos d

r

π

λ θ θ = − + −  
 ∫  

เปลี่ยนตัวแปร ให 
2
Ru
r
θ=  จะได 

2rd du
R

θ =  

และเปลี่ยนขอบเขตการอินทิเกรตเปน 0 ถึง π  

( )( ) 2
1 0

2 1
1

r R r
L mcos udu

R
πλ− +

= −∫  

จากสมบัติความสมมาตรของตรีโกณมิติ 

2

0
1 mcos udu

π
−∫  จะมีคาเทากับ 
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/2 2

0
2 1 msin d

π
φ φ−∫ ซ่ึงกอนหลังนี้ก็คือนิยาม

มาตรฐานของ ปริพันธวงรีชนิดท่ีสอง ( )E m  

เราจะทำการประมาณโดยใช Ramanujan's First 

Approximation โดยอยางแรกเราจะทำการพิสูจน

คุณสมบัติสมมาตรเชิงพีชคณิตของพารามิเตอร m 

กำหนดใหฟงกชันพารามิเตอร 𝑚𝑚 ในรูปตัวแปร 𝜆𝜆 คือ: 

( )
( )2

4
1

m λλ
λ

=
+

เม่ือ ( )0,λ∈ ∞  

พิจารณาพารามิเตอรในรูปของสวนกลับ
1
λ

จะไดวา 

2

14
1

11
m λ

λ
λ

 
    = 

   + 
 

 

จัดรูปสมการจะไดวา 
( )

2

2
1 4

1
m λ

λ λ λ
  = ⋅ 
  +

 ⇒       

( )2
1 4

1
m λ

λ λ
  = 
  +

 

สรุปจากสมการขางตนจะเห็นไดวา 

( ) ( )1/m mλ λ=  

จากสมการขางตนแสดงใหเห็นอยางเดนชัดวา 

( ) ( )1/m mλ λ= ฟงกชันนี้มีสมมาตรสะทอนรอบ

จุด 1λ = สงผลใหคาพารามิเตอร m ถูกจำกัด

ขอบเขต อยูภายในชวง[ ]0,1 เสมอ 

จากคุณสมบัติ ( ) ( )1/m mλ λ= ยอมสงผลใหคา

ปริพันธวงรีมีคาเทากันดวยคือ 

( )( ) 1E m E mλ
λ

  =     
 

ดังนั้นเราจึงสามารถใช Ramanujan's First 

Approximation ในการประมาณคาของ m  โดย 

สูตรตั้งตนของรามานุจัน: 

( ) ( )( )3 3 3P a b a b a bπ  ≈ + − + +   

และจากเสนรอบวงวงรี ( )P สามารถคำนวณไดโดยใช

ความยาวครึ่งแกนเอก ( )a และปริพันธวงรีสมบูรณ

ชนิดท่ี 2 

( )4P aE m= --- (สมการท่ี 2) 

โดยท่ีพารามิเตอร m ถูกนิยามจากสัดสวนของแกนวงรี

คือ: 
2

21 bm
a

= − ⇒ 1b a m= −  เม่ือนำ

ความสัมพันธ 1b a m= − ไปแทนคาลงในสมการที่ 

1 จะได 

( )3 1 1 6 3 10 1P a m m mπ  ≈ + − − − + −  
 

จาก สมการที่ 2 

( ) ( )4 3 1 1 6 3 10 1aE m a m m mπ≈ + − − − + − 
  

 

( ) ( )3 1 1 6 3 10 1
4

E m m m m
π

≈ + − − − + − 
  

 

จาก 
( )( ) ( )4 1

1
r R r

L E m
R

λ− +
= จะไดสมการ

ความยาวคือ
( )( )

1

1r R r
L

R
π λ− +

≈

( )3 1 1 6 3 10 1m m m + − − − + −  
 

การหาความยาวเสนโคงรวม ( )totalL  

1totalL n L= ×  

( )( ) ( )
total

1 ,R r LCM R r
L

R
π λ− + ⋅

≈

( )3 1 1 6 3 10 1m m m + − − − + −  
 

3.6 การนำไปประยุกตใชในเครื่องจักรวิศวกรรม 

 คณะผูจัดทำทดสอบความนาเชื่อถือโดยวิธี 

"การสุมพารามิเตอร" สุมตัวแปร R, r, d รวม 3,000 

รูปแบบ เปรียบเทียบกับคาจริงความละเอียดทศนิยม 

15 ตำแหนงจาก MATLAB/Python ไดผลลัพธดัง

ตาราง: 

กรณีที่

ทดสอบ 

จำน

วน

ชุด

Me

an 

Erro

Std 

Dev 

(%) 

Ma

x 

Erro

Min 

Error 

(%) 
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ขอมู

ล 

r 

(%) 

r 

(%) 

Curtate 

(d < r) 

1,00

0 

0.01

42 

0.01

15 

0.06

00 

0.0000

002 

Hypocy

cloid (d 

= r) 

1,00

0 

0.00

00 

0.00

00 

0.00

00 

0.0000 

Prolate 

(d > r) 

1,00

0 

0.01

85 

0.01

32 

0.06

00 

0.0000

010 

การเปรียบเทียบเชิงประสิทธิภาพกับระบบวิศวกรรม 
(CAD): 
เม่ือตรวจสอบเปรียบเทียบกับซอฟตแวรวิศวกรรม 
FreeCAD v0.21 ท่ีใชวิธีคำนวณระยะทางแบบซอย
ยอยเสนโคง (Curve Tessellation = 0.1 mm) พบวา 
หากซอฟตแวรตองการความแมนยำสูงจนคาความ
คลาดเคลื่อนลดต่ำกวา 0.06% เทากับแบบจำลองรูป
ปด ระบบตองใชจุดควบคุมมากกวา 15,000 จุด และ
ใชเวลาวนลูปคำนวณเฉลี่ยถึง 12.4 มิลลิวินาที ตอเสน
โคง ในขณะท่ีแบบจำลองรูปแบบปด ( )1O ของ

โครงงานนี้ ใชเวลาประมวลผลนอยกวา 0.001 
มิลลิวินาที ภายใตระดับความคลาดเคลื่อนเดียวกัน ซ่ึง
พิสูจนถึงศักยภาพการนำไปใชงานควบคุมระบบแบบ
เรียลไทมไดจริง 
สรุปผล 

จากการศึกษาและพิสูจนทางคณิตศาสตร 

คณะผูจัดทำไดระเบียบวิธีในการหาความยาวเสนโคง

รวมของไฮโปโทรคอยด โดยใชวิธีการคำนวณความยาว

ใน 1 คาบ (1 Period) คูณดวยจำนวนรอบท่ีทำใหเกิด

เสนโคงปด ซ่ึงสรุปผลไดดังนี้: 

1. เสนโคงจะกลับมาบรรจบท่ีจุดเริ่มตนพอดีเม่ือ

วงกลมกลิ้งโคจรและหมุนรอบตัวเองเปนจำนวน

รอบท่ีสัมพันธกับคาตัวคูณรวมนอย (LCM) ของ

รัศมีวงกลมท้ังสอง โดยจำนวนคาบท้ังหมด ( )n

เทากับ 
( ){ },LCM R r

n
r

=  

2. สมการความยาวเสนโคงรวม  

(Total Arc Length) 

กรณี Hypocycloid ( d r= ): สามารถหา

ผลเฉลยในรูปแบบสมการพีชคณติสำเร็จรูป

ไดคือ 

{ } ( ) ( ){ },
8total

LCM R r
L R r

R


= − 

 
 

กรณี Curtate และ Prolate 

Hypotrochoid ( ) :d r≠ ตองประยุกตใช

ฟงกชันปริพันธวงรีชนิดท่ี 2 (Incomplete 

Elliptic Integral of the Second Kind) ใน

การคำนวณ โดยสมการความยาวรวมคือ 

( ),
total

LCM R r
L

r
 

=  
 

( )
2

2

0
1 2

r
R RrR r cos d
π

λ λ θ
θ

  − + −  
   

∫  

และสูตรจากการประมาณคา 

( )( ) ( )
total

1 ,R r LCM R r
L

R
π λ− + ⋅

≈

( )3 1 1 6 3 10 1m m m + − − − + −  
 

กิตติกรรมประกาศ 
โครงงานนี ้สำเร็จลุลวงไดดวยดีดวยความ

ชวยเหลือจาก นางสาวนงลักษณ อัตถกาญจน และ
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