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บทคัดย่อ 

โครงงานนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษารัศมีวงกลมมากที่สุดที่แนบในรูป n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า กับปัญหาการ
บรรจุลูกปืนในตลับลูกปืน โดยอาศัยหลักการเรขาคณิตและเอกลักษณ์ตรีโกณมิติเป็นเครื่องมือในการค านวณ ผู้จัดท าได้
ก าหนดความยาวด้านของรูป n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า เป็น s หน่วย และวิเคราะห์ความสัมพันธ์ระหว่างจุดศูนย์กลาง เส้น
รัศมี และด้านของรูป n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า เพื่อพัฒนาสูตรค านวณที่สามารถใช้ได้กับ n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่าทุกรูป 
ผลการด าเนินการท าให้ได้สูตรทั่วไปส าหรับรัศมีของวงกลมเล็ก ( )r ซึ่งสามารถใช้ในการประเมินขนาดวงกลมที่บรรจุในรูป
เรขาคณิตดังกล่าวได้ นอกจากนี้ยังมีการประยุกต์ใช้สูตรเพื่อน าไปใช้ในงานวิศวกรรม อย่างการออกแบบตลับลูกปืน โดย
สามารถหาจ านวนลูกปืนจากรัศมีลูกปืน หรือหารัศมีมากที่สุดของลูกปืนจากจ านวนที่ ต้องการได้ โครงงานนี้จึงเป็น
ประโยชน์ต่อการค านวณเชิงเรขาคณิต และการออกแบบเชิงวิศวกรรม เพื่อท านายจ านวนที่ต้องการผลิตก่อนด าเนินการ
ผลิต อันเป็นการลดต้นทุนในภาคการผลิตได้ 
ค าส าคัญ: n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า, การบรรจุลูกปืน 
 

1. บทน า 
รูปหลายเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าเป็นรูปเรขาคณิต

พื ้นฐานที ่ม ีความส าค ัญอย่างย ิ ่งในวิชาคณิตศาสตร์ 
โดยเฉพาะในหัวข้อเรขาคณิตเชิงวิเคราะห์และตรีโกณมิติ 
เนื ่องจากเป็นรูปที ่ม ีโครงสร้างสมมาตรชัดเจน ท าให้
สามารถศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนด้าน มุมภายใน 
ความยาวด้าน และองค์ประกอบอื่น ๆ ได้อย่างเป็นระบบ 
การท าความเข้าใจความสัมพันธ์เหล่านี้ช่วยพัฒนาทักษะ
การคิดวิเคราะห์ การให้เหตุผล และการสร้างแบบจ าลอง
ทางคณิตศาสตร์ได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

จากการศึกษาพบว่า ในรูป n เหลี่ยม ด้านเท่า
มุมเท่า สามารถสร้างวงกลมที่แนบภายในรูปได้อย่างพอดี 
โดยจุดศูนย์กลางของวงกลมจะอยู่ที่จุดศูนย์กลางของรูป
หลายเหลี่ยม และรัศมีของวงกลมดังกล่าวมีความสัมพันธ์

โดยตรงก ับความยาวด ้านและจ  านวนด ้านของรูป 
นอกจากนี้ เมื่อลากเส้นจากจุดศูนย์กลางไปยังจุดยอดแต่
ละจุด จะสามารถแบ่งร ูป n เหลี่ยม ด ้านเท่าม ุมเท่า
ออกเป็นสามเหลี่ยมหน้าจั่วที ่เท่ากันทุกประการ ท าให้
สามารถวิเคราะห์ความสัมพันธ์ของด้าน มุม และรัศมีได้
ด้วยหลักการทางตรีโกณมิติ 

ข้อสังเกตดังกล่าวท าให้คณะผู้จัดท าเกิดความ
สนใจที่จะศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนด้านของรูป 
n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า ความยาวด้าน และรัศมีของ
วงกลมที่แนบภายในรูป เพื่อพัฒนาสูตรทั่วไปที่สามารถใช้
ค านวณค่ารัศมีได้โดยตรง โดยไม่ต้องอาศัยการวัดจริงหรือ
การเขียนรูปใหม่ทุกครั้ง อันจะช่วยให้การค านวณมีความ
ถูกต้อง แม่นย า และเป็นระบบมากยิ่งข้ึน 
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โครงงานน ี ้ จ ึ งม ีความส  าค ัญในฐานะการ
ประยุกต์ใช้ความรู้ทางเรขาคณิตและตรีโกณมิติในการ
สร้างสูตรทั่วไปส าหรับรูป n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า ซึ่ง
สามารถน าไปใช้ในการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ การ
วิเคราะห์เชิงเรขาคณิต และการออกแบบเชิงวิศวกรรมที่
เกี่ยวข้องกับรูปทรงหลายเหลี่ยมได้อย่างมีประสิทธิภาพ 
ทั ้งย ังเป็นการเสริมสร้างความเข้าใจเชิงลึกเก ี ่ยวกับ
โครงสร้างและสมบัติของรูปเรขาคณิตอย่างเป็นระบบอีก
ด้วย 
 
2. วิธกีารด าเนินงาน 

2.1 การค านวณหาสูตรทั่วไปของรัศมีวงกลม
เล็ก ( )r ที่แนบในรูปสามเหลี่ยมย่อย 
แบ่งออกเป็น 4 ขั้นตอน คือ 
 2.1.1 เลือกวาดรูปแบบ n เหลี่ยม ด้านเท่ามุม
เท่าใดๆ โดยก าหนดความยาวด้านเป็น s หน่วยและวาด
วงกลมแนบในรูป n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า มี R เป็นรัศมี
วงกลมใหญ่ และ r เป็นรัศมีวงกลมเล็ก เส้นที่ลากจากจุด
ศูนย์กลางไปจุดยอด ของรูป n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า ยาว 
a หน่วย 

     
 

2.1.2 ลากเส้นจากจุดศูนย์กลางของ n เหลี่ยม 
ไปตั้งฉากกับด้านของรูป n เหลี่ยม 

         
2.1.3 ใช ้ส ูตรการหาพ ื ้นท ี ่สามเหล ี ่ยมใน

ตรีโกณมิติ ในการหาพื้นท่ีสามเหลี่ยมย่อย 
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จาก พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม = 1 sin
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2.1.4 ใช้สูตรการหารัศมีของวงกลมที่แนบในรูป

สามเหลี่ยม และเอกลักษณ์ตรีโกณมิติ ในการจัดรูปและ
สูตรทั่วไปที่สามารถใช้ค านวณรัศมีของวงกลมเล็ก ( )r ที่
แนบในรูปสามเหลี่ยมย่อย         

           
 

จาก    2
r
s a a


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+ +
  ;    คือ พื้นที่ของสามเหลี่ยม 
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2.2 การน าไปประยุกต์กับตลับลูกปืน 

แบ่งออกเป็น 3 กรณี คือ  
 2.2.1 ใช้สูตรจากข้อ 2.1 มาพิจารณาในกรณี
การหารัศมีของลูกปืน ( )r เมื่อทราบรัศมีวงกลม ( )R และ
จ านวนลูกปืน 

2.2.2 ใช้สูตรจากข้อ 2.1 มาจัดรูปเพื่อต้องการ
หาสูตรในกรณีการหาจ านวนลูกปืน เมื่อทราบรัศมีวงกลม 
( )R และรัศมีลูกปืน ( )r  

 
1sin

n
r

R r



−

 
 
 =  

  
  −  

 

 
2.2.3 ใช้สูตรจากข้อ 2.1 มาจัดรูปเพื่อต้องการ

หาสูตรในกรณีการก าหนดค่ารัศมีให้ลูกปืนแนบกันพอดี 

1 sin

sin

r
n

R

n





  
 +   

  =
 
 
 

 

 
 
3. ผลการทดลอง 

ในการวิเคราะห์รูปหลายเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า 
สามารถหาความสัมพันธ์ระหว่างความยาวด้านกับรัศมีของ
วงกลมล ้อมรอบได ้  โดยพ ิจารณาแบ ่งร ูปออกเป็น

สามเหลี ่ยมที ่มีจุดศูนย์กลางเป็นจุดยอด ซึ ่งท าให้เกิด
ความสัมพันธ์ทางตรีโกณมิติ ดังนั้นจึงสามารถใช้      

       sin

1 sin

R
n

r

n





 
  

 =
 

+  
 

 

ในการออกแบบตลับลูกปืน สิ ่งส าคัญคือการ
ค านวณหารัศมีของลูกปืน ( )r ที่เหมาะสมเพื่อให้สามารถ
บรรจุลงในวงกลมล้อมรอบที่มี รัศมี ( )R ตามที่ก าหนด 
โดยต้องค านึงถึง จ านวนลูกปืนที่ต้องการใส่เข้าไปให้พอดี
( )n   
ดังนั ้นจากสูตรได้ข้างต้น ท าให้เราสามารถวิเคราะห์ค่า
ต่างๆ ที่ใช้ในการผลิตลูกปืนได้ เมื่อเราก าหนดค่าต่างๆ ให้
สอดคล้องกับลูกปืน ยกตัวอย่างในการผลิต เช่น 

3.1 หากเราต้องการผลิตลูกปืนที่มีรัศมีของตลับ
ลูกปืน ( )R ยาว 6 มิลลิเมตร และจ านวนลูกปืน ( )n 5 ลูก 
เราจะต้องใช้รัศมีของลูกปืน ( )r กี่มิลลิเมตร 

จาก   sin

1 sin

R
n

r

n





 
  

 =
 

+  
 

 

จะได้  6 sin
5

1 sin
5

r





 
  

 
=

 
+  

 

 

         2.22r =  มิลลิเมตร 
3.2 หากเราต้องการผลิตลูกปืนที่มีรัศมีของตลับ

ลูกปืน ( )R ยาว 12 มิลลิเมตร และรัศมีของลูกปืน ( )r
ยาว 5 มิลลิเมตร เราจะต้องใช้ลูกปืนจ านวนกี่ลูก 

จาก 
1sin

n
r

R r



−

 
 
 =  

  
  −  

 

 จะได้ 
1 5

sin
12 5

n


−

 
 
 =  

  
  −  

 

                     3.94n =      
 

                        3n =  ลูก 
3.3 หากเราต้องการผลิตลูกปืนที ่มีร ัศมีของ

ลูกปืน ( )r ยาว 7 มิลลิเมตร และจ านวนลูกปืน ( )n 9 ลูก 
เราจะต้องใช้รัศมีของตลับลูกปืนขนาดเท่าไหร่เพื ่อให้
ลูกปืนแนบสนิทกันพอดี 
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จาก 1 sin

sin

r
n

R

n





  
 +   

  =
 
 
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จะได้ 7 1 sin
9

sin
9

R





  
 +   

  =
 
 
 

 

       27.47R =  มิลลิเมตร 
 
4. สรุปและอภิปรายผล 

จากการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างรัศมีวงกลม

เล็ก r รัศมีวงกลมใหญ่ R และจ านวนวงกลมเล็ก n ที่

จัดเรียงล้อมรอบกันอย่างสมมาตร พบว่าสามารถสร้าง

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์โดยอาศัยหลักเรขาคณิตของ

รูปหลายเหลี ่ยมด้านเท่ามุมเท่า ท าให้ได้สูตรทั ่วไปที่

สามารถใช้ค านวณหาค่าตัวแปรใดตัวแปรหนึ่ง เมื่อทราบ

อีกสองตัวแปร ได้แก่ การหา r จาก R และ n การหา n

จาก R และ r และการหา R จาก r และ n  

ผลการค านวณจากตัวอย่างแสดงให้เห็นว่าสูตร

ดังกล่าวให้ค่าที ่สอดคล้องกับเงื ่อนไขทางเรขาคณิตจริง 

และสามารถใช้วิเคราะห์ได้ทั้งในกรณีค านวณไปข้างหน้า

และค านวณย้อนกลับได้โดยตรง ผลการศึกษาชี้ให้เห็นว่า 

การเพิ่มจ านวนวงกลม n ไม่ได้ท าให้สามารถใช้พื้นที่ได้

เพิ่มขึ้นแบบเป็นสัดส่วนโดยตรง ท าให้เมื่อจ านวนวงกลม

เพิ่มขึ้น จ าเป็นต้องเพิ่มรัศมีวงกลมใหญ่ R ในอัตราที่มาก

ขึ้นตามไปด้วย 

องค์ความรู้นี้สามารถประยุกต์ใช้ในงานออกแบบ
ที่ต้องมีการจัดเรียงวัตถุทรงกลมภายในขอบเขตจ ากัด เช่น 
การออกแบบตลับลูกปืน การจัดเรียงชิ้นส่วนในภาชนะ
ทรงกระบอก หรือการวางองค์ประกอบแบบสมมาตรใน
งานวิศวกรรมและสถาปัตยกรรม 

ดังนั้น งานศึกษานี้แสดงให้เห็นถึงการเชื่อมโยง
ระหว่างทฤษฎีเรขาคณิตกับการประยุกต์ใช้จริง ช่วยให้
การออกแบบมีความแม่นย า ลดการทดลองซ ้า และเพิ่ม
ประสิทธิภาพในการใช้พื้นที่อย่างเป็นระบบ 

กิตติกรรมประกาศ 
โครงงานเรื่อง รัศมีวงกลมมากที่สุดที่แนบในรูป 

n เหลี่ยม ด้านเท่ามุมเท่า กับปัญหาการบรรจุลูกปืนใน
ตลับลูกปืน ส าเร็จลุล่วงได้ด้วยดี คณะผู้จัดท าต้องขอบคุณ
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ที่ให้สถานที่ในการศึกษา
หาความรู้ ขอขอบคุณคุณครูนงลักษณ์ อัตถกาญจน์ และ
คุณครูจาลิณี ฮ ั ่นเย็ก ครูที ่ปร ึกษาโครงงานที ่คอยให้
ค าปรึกษามาโดยตลอด ขอขอบคุณบิดามารดา ที่คอยให้
ความช่วยเหลือ จัดเตรียมสถานที่และให้ก าลังใจ ท าให้
สามารถท าโครงงานนี้ส าเร็จลุล่วงได้ด้วยดี ขอบคุณเพื่อน
คณะผู้จัดท าโครงงานทุกคนที่ช่วยกันคิดและท าโครงงาน
ด้วยกันมาโดยตลอด และสุดท้ายนี้ต้องขอขอบคุณโรงเรยีน
วิทยาศาสตร์จุฬาภรณราชวิทยาลัย ตรัง ท่ีมอบโอกาสอันดี
ให้นักเรียนทุกคนได้ท าโครงงาน เพื่อให้สามารถน าความรู้
ที่มีในห้องเรียนไปประยุกต์ใช้ให้เกิดประโยชน์ได้ 
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