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บทคัดย่อ

โครงงานนี้นำเสนอการนิยามและศึกษาฟังก์ชันผลรวมตัวหารแบบจำกัด σS โดยที่ σS(n) คือผลรวมของตัวหาร d ทั้งหมดที่หาร n และ d อยู่ในเซตเงื่อนไข S งานนี้สร้างกรอบทฤษฎีผ่านเกณฑ์ภาวะการคูณ (ทฤษฎีบท2.4) หาสูตรปิดของ σS สำหรับเซต S จำนวน 10 แบบและนิยามจำนวนแบบและนิยามจำนวนสมบูรณ์เชิงเซตว่าคือจำนวนเต็มบวก n ซึ่งทำให้ σS(n)=2n ผลลัพท์หลักสามประการ ได้แก่ ทฤษฎีบทเอก พิสูจน์ว่า n=6 เป็นจำนวน S♭สมบูรณ์เพียงตัวเดียวโดยการวิเคราะห์จำนวนเฉพาะมากสุดในรูปแบบ 2adic ทฤษฎีบทสองแสดงว่า<<≈1.645เสมอจึงไม่มีจำนวนS□สมบูรณ์แม้แต่ตัวเดียวซึ่งเชื่อมกับปัญหาบาเซิลทฤษฎีบทสาม:การมีอยู่ของSoddสมบูรณ์สมมูลกับการมีอยู่ของจำนวนสมบูรณ์คี่  นอกจากนี้โครงงานยังเสนอข้อคาดการณ์ใหม่ 5 ข้อซึ่งตรวจสอบเชิงคำนวณสำหรับ n ≤ 3×10⁶
คำสำคัญ: ผลรวมตัวหาร, จำนวนสมบูรณ์เชิงเซต, ฟังก์ชัน multiplicative, ทฤษฎีจำนวน, จำนวนสมบูรณ์คี่
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บทนำ
1.1 ที่มาและความสำคัญ
ฟังก์ชันผลรวมตัวหาร σ(n) = Σd นับรวมตัวหาร d ทั้งหมดของ n เป็นรากฐานของจำนวนสมบูรณ์ เช่น σ(6)=12=2×6 คำถามตั้งต้นของโครงงานคือ

จะเกิดอะไรขึ้นถ้านับรวมตัวหารที่มีสมบัติพิเศษ บางอย่างเท่านั้แนวคิดนี้นำไปสู่ฟังก์ชันσS(n)และระบบจำนวนสมบูรณ์เชิงเซตที่หลากหลายแบบมีโครงสร้างที่
งดงามและสามารถพิสูจน์ได้อย่างสมบูรณ์โดยใช้เครื่องมือทางทฤษฎีจำนวนในขณะที่บางแบบเชื่อมโยงกับ
ปัญหาเปิดระดับโลกที่ยังไม่ได้รับการแก้ไข
1.2 วัตถุประสงค์
1. สร้างนิยามที่ของ σS(n) จำนวนสมบูรณ์เชิงเซ็ต
1. พิสูจน์เงื่อนไข multiplicativityและหาสูตรปิด
สำหรับ S แต่ละแบบ
1. ค้นหาและพิสูจน์ความเป็นเอกลักษณ์และความไม่มีอยู่ของจำนวน S-สมบูรณ์
1. ตรวจสอบข้อคาดการณ์ใหม่ด้วยการคำนวณถึง n=3x106
   1.3 สมมติฐาน
1. เมื่อ S เป็น local property ฟังก์ชัน σS จะเป็น multiplicative มีสูตรปิดในรูปผลคูณ
1. จำนวนS♭สมบูรณ์มีจำนวนจำกัดเพราะ σ♭(n)/n
ถูกควบคุมด้วยปัจจัยลู่เข้า
1. เซตที่มีเงื่อนไขแบบ global เช่น d≤√n จะทำลายสมบัติ multiplicativity ของ σS
1.4 ขอบเขตการศึกษา
1. ศึกษาบนจำนวนเต็มบวกด้วยเครื่องมือทางทฤษฎีจำนวนเชิงคูณและการคอนโวลูชันดิริชเลต์ ในระดับสอวน. ค่าย 2
1. พิจารณาเซตเงื่อนไข S จำนวน 10 แบบแตกต่าง กันและตรวจสอบเชิงคำนวณสำหรับ n ≤ 3×10⁶


2. นิยาม ทฤษฎีบทพื้นฐาน และงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง
2.1 นิยามสำคัญ
นิยาม 2.1 (ฟังก์ชันผลรวมตัวหารแบบจำกัด) กำหนด n เป็นจำนวนเต็มบวกและให้ S(n) เป็น
เซตย่อยของเซตตัวหารทั้งหมดของ n ฟังก์ชัน σS ถูกนิยามโดย:
σS(n) = Σd | n, d in S(n) d
นิยาม 2.2 (จำนวนสมบูรณ์/เฟือ/พร่องเชิงเซต) 
n เป็น S-สมบูรณ์เมื่อ σS(n)=2n; S-เมื่อ >2n; 
S-พร่องเมื่อ <2n
นิยาม 2.3 (สมบัติเชิงตัวประกอบ) S เป็น local property ถ้ามีความสัมพันธ์ R ซึ่ง d in S(n) iff ∀p: (vp(d),vp(n)) in Real number
2.2 ทฤษฎีบทเกณฑ์ภาวะการคูณ
ทฤษฎีบท 2.4 (เกณฑ์ภาวะการคูณ) เซต S ที่เป็น local property ด้วยความสัมพันธ์ R ทำให้ σS เป็น multiplicative function (ฟังก์ชันการคูณ) กล่าวคือ σS(mn) = σS(m)·σS(n) สำหรับทุก 
m, n ที่ gcd(m,n) = 1 โดยค่าที่กำลังเฉพาะ pa คำนวณได้จาก:
σS(pa) = Σ(i,a) in R pi





2.3 เซต S 10 แบบ
	เซต S
	สูตร σS(pa) / ตัวอย่าง
	สมบัติ

	เฉพาะ (β)
	d prime; β(n)=Σp
	Additive

	คี่
	d คี่; σ(ส่วนคี่ n)
	Mult.

	กำลังสอง
	d=□; (p2k+2-1)/(p²-1)
	Mult.

	d≤√n
	d≤√n; ไม่มีสูตรปิดทั่วไป
	—

	เอกฐาน (*)
	gcd(d,n/d)=1; 1+pa
	Mult.

	ปลอด □ (♭)
	μ(d)≠0; σ♭(n)=∏(1+p)
	Mult.

	φ(d) คู่
	d≥3; σ(n)-1-2[2|n]
	ลดรูปได้

	Ω(d) คู่ 
	ลีอูวีล; (σ(n)+L(n))/2
	เฉลี่ย Mult.


 เซตใหม่ที่นำเสนอในโครงงาน;gcd(d,n/d)=1 จัดเป็นตัวหารเอกฐาน
2.4 งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
ทฤษฎีบทยูคลิดออยเลอร์เป็นรากฐานของทฤษฎีจำนวนสมบูรณ์(Hardy&Wright,2008) ฟังก์ชัน
σ*(n)ตัวหารเอกฐานศึกษาโดย Cohen(1960)
จำนวนสมบูรณ์เชิงเอกฐาน 5  ตัวแรกถูกศึกษา
โดย Subbarao & Warren(1966) และ Wall(1975) bi-unitary perfect number 3 ตัว ถูกศึกษาโดย Wall(1972) ส่วนลำดับ β(n) และ∏(1+p)ปรากฏในOEISA008472และA048250 ตามลำดับความแปลกใหม่ของโครงงานนี้มี
สามประการ:กรอบทฤษฎีรวม
(ทฤษฎีบท2.4) บทพิสูจน์เอกลักษณ์ S♭แบบ
สมบูรณ์และการเชื่อมโยงอย่างเป็นระบบกับปัญหาเปิดคลาสสิก
3. วิธีดำเนินงาน
1. ทบทวนทฤษฎีฟังก์ชันเลขคณิตเชิงคูณและการ
คอนโวลูชันดิริชเลต์
1. กำหนดนิยาม σS และจำนวนสมบูณณ์เชิงเซตอย่างเป็นทางการ (หัวข้อ 2)
1. พิสูจน์ทฤษฎีบท 2.4 อนุมานสูตรปิดของ σS ทั้ง 10 เซต
1. เขียน Python สำหรับคำนวณ σS(n) ค้นหาจำนวน S-สมบูรณ์ถึง n=3x106 และวิเคราะห์สถิติ
1. ตั้งข้อคาดการณ์จากรูปแบบที่พบแล้วพิสูจณ์
4. ผลการศึกษา
σ♭(n) = ∏p | n (1 + p) = ((μ²·Id) * 1)(n)
บทตั้ง 4.1.2 (ตัวหารเอกฐาน) 
σ∗(n)=∏p^a‖n(1+pa)เป็นmultiplicativeซึ่งเป็นทฤษฎีที่ทราบแล้ว (Cohen, 1960) จำนวน S∗-สมบูรณ์ที่รู้จัก ได้แก่ 6, 60, 90 และ 87360 (Subbarao & Warren, 1966)
บทตั้ง 4.1.3 (กำลังสอง) σ□(pa) มีรูปปิดคือ 
(p2(⌊a/2⌋+1)-1)/(p²-1) สำหรับ k = 
ส่วน σodd(n) มีค่าเท่ากับ σ(m) เมื่อ m คือส่วนคี่ของ n ทั้งสองเป็น multiplicative
บทตั้ง 4.1.4 (ผลรวมตัวประกอบเฉพาะ) 
β(n) = Σp|n p มีสมบัติเป็น additive function กล่าวคือ β(mn) = β(m) + β(n) 
สำหรับทุก m, n ที่ gcd(m,n) = 1 แต่ไม่เป็น multiplicative
บทตั้ง 4.1.5 (เซตลีอูวีล — ผลงานใหม่ในโครงงานนี้) กำหนด Sλ = {d: Ω(d) เป็นเลขคู่} โดย Ω(d) คือจำนวนตัวประกอบเฉพาะของ d นับซ้ำ 
สูตรปิดของσSλที่ได้จากการแยกฟังก์ชันลีอูวีลมีรูปดังนี้:

4.1 ข้อคาดการณ์ใหม่
1. (C1) ∏(1+p)=kn ไม่มีคำตอบเมื่อ k>=3 จากการตรวจสอบถึง 3x106
1. (C2) ไม่มีจำนวนSoddสมบูรณ์ แม้แต่ตัวเดียวและได้ว่า(สมมูลกับ:ไม่มีจำนวนสมบูรณ์คี่)
1. (C3) ไม่มีจำนวน Sλ-สมบูรณ์ (Omega(d) คู่) ตรวจสอบถึง 3x105
1. (C4) มีจำนวนS♭เฟืออยู่เป็นจำนวนอนันต์โดย มีความหนาแน่นเชิงธรรมชาติโดยประมาณ        δ ≈ 0.055
1. (C5) n=6 เป็นจำนวนเดียวที่ σ♭(n)=kn สำหรับ k>=2 (รวมทฤษฎีบท 4.2.1)
4.2 ตารางสรุปจำนวน S-สมบูรณ์
	เซต S
	จำนวน S-สมบูรณ์
	ตรวจสอบ n

	ปลอด □ (♭)
	6 เท่านั้น (พิสูจน์แล้ว)
	< 2×10⁶

	เอกฐาน (*)
	6, 60, 90, 87360
	< 2×10⁵

	กำลังสอง (□)
	ไม่มีเลย (พิสูจน์แล้ว)
	∀n

	คี่
	ไม่พบ
	< 5×10⁵

	Ω(d) คู่ (Sλ) ★
	ไม่พบ
	< 3×10⁵

	σ(n) ปกติ
	6, 28, 496, 8128
	< 10⁴


5. การทดลองด้วยคอมพิวเตอร์
ผลการทดลองสรุป:จำนวน squarefreeperfect คือ {6} เพียงตัวเดียว (ยืนยัน n < 2×10⁶) จำนวน 
square-perfect ไม่มีเลย 
เนื่องจาก max ratio = 1.552 < จำนวน 
odd-divisor-perfect ไม่พบ (n < 5×10⁵) จำนวน 
Sλ-perfect ไม่พบ (n < 3×10⁵) พบจำนวน 
S♭-เฟือจำนวน 5505 ตัวในช่วง 10⁵ แรก คิดเป็น 5.5% โดย S♭-เฟือน้อยสุดคือ 30 และ S♭-เฟือคี่น้อยสุดคือ 15015 = 3·5·7·11·13
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ภาพที่ 1: การกระจายของ  (ซ้าย) และจำนวนสะสม S_♭- (ขวา), n<10^5

6. อภิปรายผล
ทฤษฎีบท 4.2 ทำหน้าที่เป็นแกนกลางในการอธิบายว่าเหตุใดเซตที่มีสมบัติเชิงตัวประกอบ เช่น เซตตัวหารปลอดกำลังสองตัวหารเอกฐาน,ตัวหารกำลังสองและตัวหารคี่ จึงให้ฟังก์ชัน σS ที่เป็น multiplicative ในขณะที่เซต global เช่น d≤√n หรือเซตที่นิยามผ่านเลขชี้กำลังรวม Ω(d) จะไม่มีสมบัตินี้
ทฤษฎีบทเอก 4.2.1 มีความงามตรงที่บทพิสูจน์
อาศัยเพียงการนับกำลังขอ2และการวิเคราะห์จำนวน
เฉพาะมากสุดซึ่งอยู่ในของนักเรียนระดับมัธยมปลาย ส่วนทฤษฎีบท 4.3.1 เชื่อมกับ ζ(2)=อันเป็นคำตอบ
ของปัญหาบาเซิล และทฤษฎีบท 4.4 เชื่อมโยงปัญหา
จำนวนสมบูรณ์คี่ที่ยังเป็นปัญหาเปิดในปัจจุบัน
ข้อจำกัดของงาน:ข้อคาดการณ์ C1C4 ยังไม่มี
บทพิสูจณ์ทางคณิตศาสตร์มีเพียงหลักฐานเชิงคำนวนเท่านั้น ผลที่เกี่ยวข้องกับตัวหารเอกฐานเป็นการยืนยันทฤษฎีที่ทราบแล้วไม่ใช่ผลใหม่ และเซต d ≤ √n รวมถึงเซต d ≡ 1 (mod m) ยังไม่ได้รับการศึกษาอย่างครบถ้วน
ข้อเสนอแนะสำหรับงานวิจัยต่อยอด:
(1) พิสูจน์ข้อคาดการณ์ C1 ด้วยการวิเคราะห์ abundanceindex และฟังก์ชัน Eulerproduct
(2) ขยายกรอบทฤษฎีบท 2.4 ไปยังเซตที่นิยามผ่านกราฟหารลงตัว (divisor graph) 
(3) ศึกษาฟังก์ชันนับ A♭(x) สำหรับS♭เฟือด้วยทฤษฎี
บทวินต์เนอร์ 
(4) วิเคราะห์เซต d ≤ √n ด้วยวิธี analytic number theory
7. สรุปผล
โครงงานนี้สร้างกรอบทฤษฎีรวมสำหรับσS(n) ผ่านทฤษฎีบท 2.4 อนุมานสูตรปิดสำหรับ8เซตและ
พิสูจน์ผลลัพธ์สำคัญสามประการอย่างสมบูรณ์ ได้แก่
 (1) n = 6 เป็น S♭-สมบูรณ์เพียงตัวเดียว 
(2) ไม่มีจำนวน S□-สมบูรณ์หรือ S□-เฟือเนื่องจาก 
<<2
เสมอและ
(3) การมีอยู่ของ Sodd สมบูรณ์สมมูลกับการมีอยู่ของจำนวนสมบูรณ์คี่อันเป็นปัญหาคลาสสิคนอกจากนี้ยังนำเสนอ ข้อคาดการณ์ใหม่ 5 ข้อที่ตรวจสอบเชิงคำนวนสำหรับ n≤3×10⁶ ผลงานนี้แสดงให้เห็นว่าการปรับเปลี่ยนกติกาการ นับตัวหารแม้เพียงเล็กน้อยอาจนำไปสู่โครงสร้างทางคณิตศาสตร์ที่เชื่อมโยงกับปัญหาคลาสสิกหลายข้อ
กิตติกรมมประกาศ
ขอขอบคุณนางสาวรูฮายา เจะเลาะครูที่ปรึกษาโครงงาน คณะครูกลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ และคณะผู้บริหารของโรงเรียนวิทยาศาสตร์จุฬาภรณราชวิทยาลัย สตูล ที่คอยสละเวลาเพื่อให้ความรู้ คำแนะนำ โอกาสอันมีค่าในการนำเสนอผลงานในครั้งนี้แก่กลุ่มของข้าพเจ้า ขอขอบคุณ รศ.ดร.กำธร ไชยลึก อาจารย์ที่ปรึกษา ที่กรุณาสละเวลาให้คำแนะนำด้านวิชาการ ตรวจสอบความถูกต้องทางคณิตศาสตร์ และแนะนำแนวทางการเขียนบทพิสูจน์ ระดับสูง ซึ่งทำให้โครงงานนี้มีความสมบูรณ์ยิ่งขึ้น ขอขอบคุณผู้ปกครองที่ให้กำลังใจเสมอมาและเพื่อน ๆ ทุกคนที่ให้การสนับสนุน ช่วยเหลือในการดำเนินงานรวมถึงช่วยทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ ใช้ในการวิจัย สุดท้ายนี้คณะผู้จัดทำโครงงานหวังเป็นอย่างยิ่งว่าโครงงานนี้จะมีประโยชน์สำหรับผู้ที่สนใจศึกษาต่อในด้านทฤษฎีจำนวน ฟังก์ชันเลขคณิต และคณิตศาสตร์เชิงคำนวณต่อไป
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